LycEE KLEBER PHYSIQUE MPSI 4

DM Forces centrales — corrigé I

1 Diffusion de Rutherford

m Placons-nous en coordonnées cylindriques d’axe Oz. La particule a étant chargée positivement, elle subit une
force de Coulomb répulsive exercée par le noyau placé en O s’écrivant

F_ L ey, 1 2Ze°
dreg 12 7 dmey 12

ce qui s’écrit bien sous la forme

K
2

_ 2Zé?

= —
F=—%,. avec K= !
dme 0

-

Si cette force est conservative, alors comme elle est dirigée suivant €, et qu’elle ne dépend que de r elle s’écrit sous

la forme i
— _ dop o,
F= ar
ce qui permet d’identifier
dE, = 1 2Z¢
dr = dwey r2

et en intégrant avec une constante d’intégration choisie nulle (E,(r — oo) = 0),

Ze? K
E = = —.
p('r') 2megT r

@ Le poids de la particule o est négligeable devant la force de Coulomb exercée par le noyau. On peut donc
considérer qu’elle n’est soumise qu’a cette force, qui dérive d’une énergie potentielle. On en déduit que le mouvement
de la particule o est conservatif, donc E,, est une constante du mouvement. A I'instant initial, la particule est
a linfini oli E, = 0 et elle est animée d’une vitesse initiale de norme vy, d’ott

1
E,= 2 mt;og.

@ Appliquons la loi du moment cinétique & la particule a. Comme la force de Coulomb est dirigée selon €, alors
sa droite d’action passe par O et donc son moment en O est nul. Ainsi, d’aprés la loi du moment cinétique,

dZo _
dt

donc le moment cinétique évalué en O de la particule o est une constante du mouvement. Calculons-le & partir des
conditions initiales. En utilisant les notations de la figure de ’énoncé,

OM(0) = OH + HMy = OH 2, + b€, .

Ainsi, & 'instant initial,

Lo(0) = m(OH &, +bE,) A (—v &) = —~mbug(8, A E)  dot | Lo =mbuye,.
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o
Enfin, exprimons Ly en coordonnées polaires,

Ty = m(re,) A (Fe, +rfes) = mr? (e, A €p) d’olt Lo =mr2de,.

E A un instant quelconque, 'énergie mécanique de la particule « s'écrit sous la forme
1 > K
E.= Em(r"? +720%) + —
o

Pour 1'écrire comme une fonction de r seulement, il faut remplacer la dépendance en # par une dépendance en r, ce
qui est rendu possible grice au moment cinétique,

Lo =mr26e, =mbue,,

ce qui permet d’isoler

. b‘!)(]

9 = ?"—2
et d’écrire ainsi 2ol K

]. O ]. 2 1‘]0
Emzim?‘ +§mr 1“—4+?’
ce qui se met sous la forme demandée
1 Yvé K
E, = Emf‘g + Ej(r) avec Ej(r) = mgrfo + =

Cette fonction E (r) est I’énergie potentielle effective de la particule .
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@ Lorsque la particule passe en S, sa distance & O est par définition minimale et donc # = 0. L’énergie mécanique
est done tout simplement égale & E;(’rmin),

B = v K

3 .
2r min T'min

Par conservation de ’énergie mécanique, on en déduit

1 b2 v K
Emvaz o

2

2Tmin Tmin

Pour isoler ryj,, le plus naturel consiste & multiplier I’équation par =2, ,
H min?

1 1
§ mvﬁz Tnglin = E mbzt’oz + K""min

ce qui conduit & une équation du second degré

min ~ 2
mug

2
B ( 2K2) +4b* >0
mug

T Prmin — b2 = 0.

Cette équation a pour discriminant

et pour solutions

1( 2K 2K \?
o — 4b2
== mug (m*uo2 ) +

Comme un rayon de coordonnées polaires est par définition positif, seule la solution avec un signe + a un sens
physique, d’oli on déduit

2
Tmin = } 2K2 + ( 2K2) 4+ 4h2
2 \ muy MU
L TR e i 2
g 2K
K bmod >
Pmin = mvez 14+4/1+ (T)

@ En inversant la relation donnée, on trouve

- K _ Ze?
- mugtan(D/2) 2meomugtan(D/2)

d'ott by = 2,4-1071*m et by = 0, ce qui donne alors ry,; = 2,4-107m et r i = 2,710 m. On en déduit
qu’'un noyau d’or a une taille de I’ordre de 10~'* m (c’est un assez gros noyau), ce qui est bien plus petit que
la taille de 'atome (10~!° m) connue par Rutherford.
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2 Modéle de Bohr

m Le proton exerce une force de Coulomb attractive sur ’électron. Dans un repérage polaire dans le plan du

mouvement,

e

F
= ——T,.
4 eq r2

Comme cette force est conservative, alors I'énergie potentielle dont elle dérive est telle que

dE
F=-—7r7
dr
ce qui conduit &
dE, e? e?
s U M d’ot E - _
dr = dweqr? o »(r) dregr

en prenant comme référence E,(r — oc) = 0.

@ L’électron en mouvement par rapport & un référentiel lié au proton. Son poids est négligeable devant la force
électrique exercée par le proton, ce qui a été justifié dans le chapitre sur les particules chargées. D’apres la loi de la

quantité de mouvement appliquée & 1’électron en mouvement circulaire,

—
ma =F
. . . —
ce qui donne en projection sur @,
. 62
—mrg? = — =
dmregr
Or 62 =v?%/r?, d'ol
v? e2
m_

et ainsi

L’énergie mécanique s’écrit alors

1 e? e? e?
E,=-mv®— = — soit
2 dregr 8Bmegr Amegr
@ D’apreés la question précédente,
E,=2E,.

I Comme E,, < 0 il n’y a pas de contradiction !

E Comme l'orbite de I'électron est circulaire, son vecteur vitesse est orthoradial alors que son vecteur position est
radial. Les deux vecteurs sont donc perpendiculaires. La norme du moment cinétique de 1’électron évalué en P vaut

done

soit Lp=

i
Lp=r, x mv, xsmE

meZr,
dmeg
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@ L’hypotheése de quantification de Bohr indique que

2 2
me2r , . me3r,
—— " —nph soit A R
41 gq dmeg

4 Epn h2
— n?

et ainsi

Ty,
m e

@ Connaissant r,,, on en déduit les valeurs permises pour 'énergie mécanique,

e? me? E, me

— X soit E, = avec Ey= ——5—=
8reg ~ 4meg h?n? " 0 32m2e 2h2

4
E, =

~— =13,6eV

Repartons de la condition de quantification du moment cinétique,
Lp =mr,v, = nh.

En utilisant la relation de de Broglie, v,, = h/mA,,

d’oli le résultat annoncé,

27, = nAn.

La longueur 2n7r, correspond au périmetre de l'orbite circulaire, qui doit ici correspondre & un nombre entier de
longueurs d’ondes de de Broglie : c’est une condition de type résonance d’onde stationnaires.
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